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ki y =2x -3 gaat door (0, -3)(2-0-3=-3)en (1, -1) (2-1-3=-1).
/. 2x + 3y =6 gaat door (0,2) (0+3-2=6)en (3,0) (2-3+0=6).
Zie de lijnen in de figuur hiernaast. e

y=2x-3=>-2x+y=-3o0f2x—-y=30f 4x -2y =6 of ..

2x+3y=6=3y=-2x+6=y=-Sx+2.
k: 3x +4y =12 gaat door (0,3) (0+4-3=12) en (4,0) (3-4+0=12). :
Zie de grafiek van & in de figuur rechts hiernaast.

k: 3x +4y =12 gaat door A(8, -3) (3-8+4--3=24-12=12).

k: 3x +4y =12 gaat niet door B(5, 1) (3-5+4--1=15-4=12).
k: 3x + 4y =12 gaat door C(-6, 71)(3 ~6+4-71=-18+30=12).

k: 3x + 4y =12 gaat door D(2p, 311 5P)(B-2p+4-B-13p)=6p+12-6p=12). '1_11 _____ 2 3‘;\5
x:qeny:q+1invullenin3x+4y:12:3q+4(q+1):12:3q+4q+4:12:7q:8:q:%:1%.
/:3x+4y=cdoor (5,6)=3-5+4-6=c=15+24=c=39=c.Dus /: 3x +4y =309.
m:3x+4y=cdoor (p,2p)=3 - p+4-2p=c=>3p+8p=c=1lp=c.Dus m: 3x+4y =1lp.
k: 2x + 3y =12 snijden met de x-as (y =0) = 2x + 0 =12 = x = 6 = snijpunt met de x-as is (6, 0).
k: 2x + 3y =12 snijden met de y-as (x =0)= 0+ 3y =12 = y =4 = snijpunt met de y-as is (O, 4).
2x+3y = 12:>2"’+i£ 12:’(‘;+%:1.
k: % Z—lsm\]denme’rdexas(y 0): +0=1= x=1-6 =6 (de 6 onder de x).
k: %+% lstdenme’rdey—as(x:O):>O+Z_1:y_1-4—4(de4onderdey).
/.§+%:lsnquenmerexas(y 0)=%+0=1= x =a = snijpunt met de x-as is (a, 0).
/: §+%:1 snijden met de y-as (x =0) = O+Z =1= y = b= snijpunt met de y-asis (0, b).
kiy-3=2(x-4)=>y-3=2x-8=y=2x-b=rc, =2
k. y —3=2(x —4) gaat door (4, 3) want 3—-3=2(4 - 4) (immers 0 =2-0).
Ly—-ya=mX—X )=y —ya=mxX—Mmxg=y=mxX—Mmxg+yq=rc;, =m
/iy —yaq=m(x —xy4) gaat door A(x,4, y4) want y 4 —y4=m(x4 — X4) (immers 0 = m- 0).
m:y—yAzﬁ (x X4) gaat door A(x4, yq) want yq—y4= yB y,,( 4 — X4) (immers 0 = m - 0).
my-yaq= Xe y"(x Xx4) gaat door B(xg, yg) want yg —y4 = yB y” YN)

4x+3y =120 x1 4X+3)’: 120 S+T*IS-13Erac

3x - =—99x3 9x—3y=—27€)+ . 7213

13x :—15:>X——— in® = 3. ———y 9= y———:y

ki 5+ Ll:lofx 2y =2 en /: X+ 3=10f 3x -5y =15.

x-2y= 20><3 3x-6y=60©

3x -5y = 15@|x1| 3X—5y:159_

—-y=-9=>y=9in® = x-2.9=2= x=20.

kiy— 1— 2()( 2)=>y-l=x-2=>y=x-1en /iy-0= 1(X Noy=-A(x-4)=>y=-x+4
y = X—IO

y:—x+49

— 1 1 _o1
2y = S:y fan:l =x-l=-x=-25=x=25.
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Jan mist de verticale lijn door (0, 3), want er is bij y = ax + 3 geen waarde van a die de lijn x =0 (de y-as) oplevert.
Harm mist de horizontale lijn door (O, 3), want er is bij % +% =1 geen waarde van p die de lijn y =3 oplevert.

Je mist de verticale lijn x =4 door (4, 0).

kp' y =—2x+ pis een lijn met rc, = -2 door (0, p).
/p'- y—4=p(x+6)is eenlijn door (-6, 4) met rc, = p.
mp:px+3y:6:3y:—px+6:>y:—lpx+2 is een lijn door (0, 2) met rc,, =—%p.

Ny ';+ =1(p=0)iseen lijn door (p, 0) en (O, 2p).

:px+2y:8door(3,5):>p-3+2-5:8:>3p:—2:>p:—%.
tpx+2y=8door(3,0)=p-3+0=8=3p=8=p=3

i px +2y =8 evenwijdig met 3x +5y =10 = k: 25 p)(+21 2y = 21 8meT21p 3=5p=6=p=
:px+2y:86venwijdigme’r%+g:10f5x+2y:10:>p:5.

4 4 3 p+2 4 p_ 3(p+2)+4p
/p- p+p =1door (3,4)=> 3 +erZ 1:>p p+2+p+2 rin T pD)

p +2p_3p+6+4p:p2—5p—6:03(p—6)(p+1):03p:6 v p=-1

_1 -
=1=>p(p+2)=3(p+2)+4p=

Ip: % = :>p{z:—i+12y:(p+2)(—%+1):>y:—p7f2x+(p+2) meTrc/:—prz(:ZQegeven).
Duspp > p+2=-2p=3p= —22,0:—%.

k. 2x + 3y =6 gaat door (0,2) (0+3-2=6)en (3,0) (2-:3+0=6).
/: 4x + 6y =18 gaat door (0,3) (0+6-3=18)en (3,1) (4-3+6-1=18).
Zie de lijnen in de figuur hiernaast.

2x+3y= 60Ox2 [4x+6y=120
{4X+6y 18 @|x1 {4X+6y:189_
0 = —6 (heeft geen oplossing).
2_3
4 6

ki y =2x—1gaat door (0, —-1)en(1,1)(2-1-1=1).

/: y:—%x+3 gaat door (0,3) en (2,2) (-%-2+3=2).
Zie de lijnen in de figuur hiernaast.

Richting van 4: 1 naar rechts en 2 omhoog.

Richting van /: 2 naar rechts en 1 omlaag.
Dus & en / staan loodrecht op elkaar.

Kp: 3x+py =5enly: (p-1)x +(p+4)y =6 evenwijdig (al dan niet samenvallend) geeft

%:pfﬂr:p(p—l):3(p+4):p2—p:3p+12:p2—4p—12=0:(p—6)(p+2):0:pzé v p=-2
. — — __3 5 __3
kp.3X+py—5:py——3x+5:y——;X+;:rck __f' | 1
. _ _ 6 __P-
/p- (p-Dx+(p+4)y=6=(p+4dy=-(p-D)x+b6=y=— P+4X+p+4:rclp__;7+4'

1 3(p-1 _
ky L1, :—;. L=~ :p((£+‘3):T:>3(p—1):—p(p+4):>3p—3:—p2—4p:>

P2 +7p-3=0met D=72-4.1.3=61= p=T 6L , p_T4J6l

Ak -dd 1 5+H12kFrac

P __ 9 _4 P _4 4
m—ﬁ—ij—To A p 1 9 Ulfovolg‘f danp 4q+129 " 415
©®in® = 7 %:4;’”1:%:164+44 g=15g=-44=g=-2in® = p=-4.-42 12
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8 1
rcqg = 1 33r'¢;m:_§ .
=>my-5=-L(x-2)of my=-1x+52
mldden nAB is = (143,228) - (2,5) 4 3(x-2) =3 3

C even ver van A als van B wil zeggen: € op m. Dus C is het snijpunt van / en m.
y:—lx+5g invullen in 2x —3y = 6 geeft: 2x — 3(—lx+5%):6:>2X+X—17:6:3X:23:>X: 23

?.
23 |nvullen|ny——fx+52 geeft: y =— 1 23+52 23+1—7=—§+2=%. DusC(Q Q).

X = 9 t73 9t 39

Het middelpunt van de omgeschreven cirkel is het snijpunt van de middelloodlijnen van de zijden van AOAB.

2_1
rco4 :§:Z:>|"Cm”:—4 :>m” : e (x4 of m” : :_4X+17o
midden van OA is (4, 1) } ony (x-4) oAy :

6 1
rcog=3=3=rcg=-3 =>mllpg: y-3=-2(x-1) of mll = X+319
midden van OB is (1, 3) } o8 ( ) OB Y=

O in O geeft: —4)(+17——l)(+3:l :—3%)(:—13% (keer3) = —1lx =-41= x =41 @

1
Oind® 4. 164 187 _ 23
n geef'f y= +17 = + 1 -1

Dus het middelpunt van de omgescgreven cirkel van AOAB is M(411, %f)

B op y:—3x+10 Stel nu xg = p dan yg =-3p +10, dus B(p, —3p +10).

-3p+10 -3p+10-2 -3p+8
rcog = f(‘? 5= P; enrcyp = Z XA_ P; e = ppfé )
ZOBA=90°=rcpg-rcyp =-1
73/’;10 . ’;pfés =-1 20 Cligtopdelijny=x-2=C(p,p-2).
(-3p+10)-3p+8) _ 4 (met p - i>§ o;nda;f’foven de X-nggj;,o b2
P(Pfé) 1 r‘CAC' = - 2 —ﬁ en r‘CBC' :W —"
(_32,£7+10)(_3P+8):_P(P2_6) LACB=90°=rcypr rcge =—1 By AR (YA T oo
9p°=-24p-30p+80=-p- +6p P-4 p-2 : : : :
t 2+0
10p2 - 60p +80 =0 ,,(,2 1/6)10 4('“6 PrEFO) g
p°-6p+8=0 —pp+10=p€4 B R R P SO
(p-2)(p-4=0 —2p=-14 4 b
p=2v p=4. p=7. 21
p =2 geeft B(2,4) en p =4 geeft B(4, -2). Dit geeft C(7, 5). :
/g 4 6 8 10
AB=(7-1)2 +(5-2)2 =\/6? +32 =\/36+ 9 =/45 =/9-5 =/9 - 6 = 3.5. 1 A

d(A,8)=(-3-5)% + (4 —-2)% =/82 + 62 = /64 + 36 = /100 = 10.
P(x,y) op m= d(P,A)=d(P,B)

Jox +3)2 +(y - 472 = J(x -5 +(y +2)2

(x+3)2 +(y - 4)% =(x-5)? +(y +2)°
x%+6x+9+y? -8y +16=x%-10x+25+y° +4y + 4

l6x 12y =4

Dus m: 4x -3y =1.

Plx,y)opmll m=d(P,A)=d(P,C) Plx,y)opmll n=d(P,B)=d(P,C)
o+ 02 +(y + 12 = (=1 + (y -5)? Vo =7+ (y 1% = (e =1 +(y -5

e+ 1%+ (y +1)% = (x 17 + (y - BY? (x=7F +(y +17 = (x =1 + (y -5)°
x2+2X+1+y2+2y+1:x2—2X+1+y2—10y+25 /\/2—14)(+49+y2+2y+1:)(2—2)(+1+y2 -10y +25
4x +12y =24 ~12x +12y =24

Dus m: x +3y =6. Dusn: x—y=2.

x+3y=60

x- y=20

4y=4=y=1in® = x-1=2= x=3.Dus S(3,1).
5 is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek ABC.
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P(x,y)opm=d(P,A)=d(P,B) Px,y)opn=dP,A)=d(P,C)
Jox +12 4 (y +3)2 = (x =72 + (y -1)° Jox +12 4 (y +3)2 = J(x + 202 +(y - 4)2
(x +1% +(y +3)% = (x = 7)% + (y -1)° (x +1)% +(y +3)% = (x +2)% +(y - 4)°
X2+2X+1+y2+6y+9=X2—14X+49+y2—2y+1 X2+2X+1+y2+6y+9=X2+4X+4+y2—8y+16
16x +8y =40. Dus m:2x+y =5. Dus n: —2x +14y =10.

2x+ y=50

-2x +14y:109+

15y=15=y=1in® = 2x +1=5=2x =4 = x = 2. Dus het middelpunt van de omcirkel is M(2, 1).
De straal r van de omcirkel van driehoek ABC is d(M,A) = \/(2 - —1)2 +(1- —3)2 = \/32 +42 =\9+16 =25 =5.

Alle punten met afstand 5 tot M liggen op de cirkel met middelpunt M en straal 5.

Dus d(P,M)=5= \[(x ~1)2 +(y - 42 =5 = (x ~1)2 +(y — 4)2 =25,

(x -2 +(y —4)% =102,

(x =12 +(y —4)? = r? door (0,0) = (x ~1)% +(y - 4)? = r? = 1+16 = r% = r? =17. Dus (x -1)% +(y - 4)% =17.
(x +2)% +(y —3)% =5 is een vergelijking van de cirkel met middelpunt M(-2, 3) en straal 7 =+/5.

(x+2% +(y -1)2 =r? door (3,2) = 3+2)2 +(2-1)° = r> = 25+1=r2 = r? =26. Dus (x +2)? +(y —1)? = 26.
(x — 4)% +(y +2)% = 2 (maak een schets) door (4,0) = r=2. Dus (x —4)? +(y +2)? =22
B(x,y) op de middelloodl. m van PQ = d(B8,P)=d(B,Q) B(x,y) op de middellood|. #n van PR = d'(B,P)=d(B,R)

Jor 1%+ (y -2 = J(x =72+ (y - 2)2 Vo =17 +(y =27 = J(x =37 + (y -6)°
(-1 +(y -2 = (x = 7P+ (y -2)? (=1 +(y -2 = (x -3 +(y -6)°
x2—2x+1+y2—4y+4:X2—14x+49+y2—4y+4 X2—2X+1+y2—4y+4:x2—6x+9+y2—12y+36
12x=48. Dus m: x =4O, 4x+8y=40. Dusn: x+2y=108.

Nu@in®=4+2y=10=2y=6=y=3.
M=B(4,3)enr=d(B,P)=+(4-1)%+(3-2)? =/9+1=410. Dit geeft (x —4)% +(y —3)% =10.

A(2,0) en B(0,4) = AB=+](2-0)2 +(0—4)2 =4 116 =20 =4 5 = /4 .6 = 2./5.
OA-OB=2-0(5048)
AB-OC =2-O(A0AB)

OB = ARB. 4 . _2:4_4_4 J5_45_4
= O0A-OB=AB-OC =2-4=25 oc=0c=24=F=2 2= 5@

2t g 2
P(xp.yp)op/

e _ i CX L Y _Xe  Yp
+4_69.Nu9m0:>/. T =2t

///k:>"’+y:c0}:>xp

Neem bijvoorbeeld 4: +% =lof ki x+2y=4.

I 7/k=lx+2y=c
PO, - op/
Dus /: x +2y =-2.

}:O+2-—1:c:—2=c.

4] -2
d(P, k) =d(0, K)+d(0, B) =L+ -
(F.K)=d(0.K)+d0.8) =+ oz
0+2--1-4 |-2-4
P, k)= -
De formule geeft d(P, k) 2+ 22 J5

De gegeven formule klopt dus bij dit voorbeeld.

P(x, y) op een bissectrice van k en / geeft d(P, k)=d(P, /).
‘3X’%*12‘=‘4X%*6‘:\3x-4y+1z\=\4x-3y+6\
3x-4y +12=4x-3y+6 v 3x—-4y+12=—(4x -3y +6)
-x—-y=-6 v 3x-4y+12=-4x+3y-6

X+y=6v 7x-7y=-18.

Dusm x+y=6enn 7x-7y=-18.
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P(0, 3) ligt op A: 3x -4y =-12. (want 3-0-4-3=-12)

3-0-4-3-8| 0-12-8 -20
dk, 1y=d(P, )= = | l0-12-8 |20 _20_4

P(x, y) op de middenparallel van & en / geeft d(P, k)=d(P, /).

Bx-4y+12] [3x-4y-§ B 3 Ao
- =[3x -4y +12|=[3x -4y - §|

3x-4y+12=3x-4y -8 v 3x-4y +12=-(3x -4y -8)

0=-20 v 3x-4y+12=-3x+4y+8
geenopl. v 6x -8y =-
Dus m: 3x -4y =-2.

P(x, y) op afstand 2 van k& geeft d(P, k) =2. 32b
Bx+4y-12) Bx+4y-12]
— —2:75 =2

3x +4y-12/=10

3x+4y-12=10 v 3x+4y-12=-10
3x+4y =22 v 3x+4y=2

Dus /:3x+4y =22enm 3x+4y=2.

9 Lijuen en cinkiels
5/22

MAKKELIJKER:

De middenparallel van
ki3x-4y=-12en/: 3x—-4y =8

is m: 3X—4y=%, dus m: 3x -4y =-2.

P(x, y) op afstand 3 van k geeft d(P, k) =3.
3x+4y-12 3x+4y-12

Beidyoe g oty

|3x+4y-12/=15

3x+4y-12=15 v 3x+4y-12=-15

3x+4y =27 v 3x+4y=-3

P op de x-as (y =0) geeft de punten (9, 0) en (-1, 0).

Y
AB: X+ X ~10of 4x+3y =24, e Lz
[4-11+3-12-24 _[44+36-24 5
da(c, AB) 75 5 5
rcge = lﬁ 2 152 enrcge - r'cAD——I:r'cAD— % A(0.8)
Dus AD: y —8=- (X 0) of y =~ X+8 y=%(x-6)
BC: y-0=22(x- 6) ofwel y =22 x 752
AD en BC snijden geeft —1—2X+8 % (x12x 5)
—2bx +480 =144x - 864 -?2*12 e
-169x =-1344 u 134471690 ke
1344 1344 792 |-
X =233 %0 eny= _ﬁ 169 +8= 165 - So124Ans+3rFrac 3(6.0) x
Dus 0(1344 ﬂ) . FIZ-169 .
169 ' 169" 8x+y=48

P(x, y) op een bissectrice van hoek B geeft d(P, BA)=d (P, BC). 4 c(11,12)
BA: 4x +3y =24 en BC: y_—x ? ofwel 12x -5y =72.
d(P, BA)=d(P, BC) = \4X+3y 12| :\12,\/ 5y -72

3+ (-42  J122+(-5)? 0.8
4x+3y-24) [2x-5y-72| |4x+3y-24] [12x-5y-72) ©.8)

NE N T 5 - 13

13-|4x +3y —24|=5-[12x -5y - 72|

13-(4x +3y —24)=5-(12x —5y —-72) v

8x+64y=-48 v 112x +14y =672

112-14
=
X —8y =6 (snijdt lijnstuk AC niet) v 8x + y = 48 (deze zoeken we) 57214 a5
| |

AC:y—8=1§78(X 0) ofwel AC: y = —X+8
AC snijden met 8x + y 48 geeft
8X+11X+8 48:>11X 4O:>X—é—1-40=% eny=

13- (4x+3y-24)=-5-(12x -5y -72)
52x+39y -312=60x-25y -360 v 52x +39y —-312=-60x +25y + 360

—

\3(6,0)

11/92*4B>Fq?a -
4 110 g _224 10 224y |4t 1winssait
11 3+8— >3 - DUSE(ZS’ 23 ) ./ #HAns+ 522353

Vanuit A 6 naar rechts en 2 omhoog heeft dezelfde richting als de richting van A naar B.

Vanuit A 600 naar rechts en 200 omhoog heeft dezelfde richting als de richting van A naar B. Dus ja.
Vanuit A 450 naar links en 150 omlaag heeft ook dezelfde richting als de richting van A naar A. Dus ja.

Ly = (31j:>ﬂk (j:k x+3y=c.

Het punt (2,5) ligtop A=2+3-5=c=c¢c=17. Dus k: x +3y =17.

g/:[_42J:2~(31J:g/:(%J:/:x+2y:c.

Het punt (0, 3) ligtop / =>0+2-3=c=c=6.Dus /: x +2y = 6.
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ki3x-y=5=n,= [ j:rk (éj.He’rpun’r(O,—5)|ig‘ropk2k:X:/l/\y:—5+3/1.

/: 2x+7y=0:g/=(§)2g/=(_72).He‘rpun’r (0,0)ligtop/ =/ x=TA A y=—

kix=-12+31 A y:7%—21:£k:(32j:gk=(§). /ik:g/:(fzj.

/13x-2y=c

PG, ~7) op /}:3-3—2-—7:c:9+14:23:c. Dus /: 3x -2y =23.

m evenwijdig met 71 7x —by =3 met n, = (Z5)3£m =r, =(§)

P@B, -7)op m=m: (’;Jz(fg%ﬂ(?)

kix—y=2snijdenmet m x=1+21 A y=2-1=1+21-(2-1)=2=-1+31=2=31=3=41=1
A=1invullen in de parametervoorstelling van m geeft x =1+2=3 A y=2-1=1= snijpunt (3, 1).

lx=-3+1n y:1—3/1:>g/:(}3]:>g/:@).

[:3x+y=c
(-3, ) op/

P(x, y) op een bissectrice van k en / geeft d(P, kK)=d(P, /)=

}:3~—3+1:c:—9+1:—8:c. Dus /: 3x+y =—

|x+3y+7] \3X+y+8\ \X+3y+7\_\3x+y+8\
V12432 V32412 N V10

|x +3y+7|=3x+y +8§|
xX+3y+7=3x+y+8 v x+3y+7=-3x-y-8
2x+2y=1v 4x+4y:—15

2x+2y = “4x+4y=20©
4x+3y:—19 4X+3y=—19

Ty= 1:>y fm0:> 2x+2=1= 2X:%:X:—i.

7 14
4x+4y=-150
4x+3y=- 10
y=-14 m@ =>4x-42=-1=4x= 41:)(—% esnupunTenszn(—ﬁ 7)en( , —14).

Vanuit A(0, 4) naar P(2, 0) ga je 2 naar rechts en 4 omlaag.

PQ LAPenPQ= %AP = vanuit P(2, 0) ga je 2 naar rechts en 1 omhoog.
Dus Q(4,1).

Vanuit A(O, 4) naar P(4, 0) ga je 4 naar rechts en 4 omlaag.

PQ LAPen PQ = %AP = vanuit P(4, 0) ga je 2 naar rechts en 2 omhoog.
Dus Q(6, 2).

Vanuit A(O, 4) naar (8, 0) ga je 8 naar rechts en 4 omlaag.

PQ LAP enPQ = %AP = vanuit P(8, 0) ga je 2 naar rechts en 4 omhoog.
Dus Q(10, 4).

De lijn door (4, 1) en (6, 2) heeft als parametervoorstelling (’;j = [‘1‘) + ﬂ(f)

Het punt (10, 4) ligt op [’;) = G’J + A@J want (IBJ = G’) +3. GJ

Stel P(0, 1).
20=2Q' =90°

fﬁ;ﬁ’é =:990(;} Ny P3} = APQ'Q > AAOP (hh).

APQ'Q < AAOP en PQ=5AP = PR'=504=5-6=4en QQ'=50P=52.
Dus Q24 4+ 1) = Q ligt op de lijn met g=(2] en z=[§):ﬂ=[_32)-
Een vergelijking van de lijn is 3x —2y = -8 (want 3-0-2-4 = -8).
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42 Stel P(6+ 4, 0), danis Q(0,2+2A1).
Het midden M van PQ is dan (%;O, %) =(3 +%/1, 1+ 4).

M ligt op de lijn met s :GJ enr= G)z n= (ij Dus een vergelijking van de lijn is 2x —y =5 (want 2-3-1-1=5).

43 Stel P(1,0)=>0P=Aen OQ =14
Q(x ,3x):06? \/X +("')()2 \/x +16 2 \/25 2—%

YQ =
Het midden M van PQ is dan (/1+ ok 0+5ﬂ) (2 2, L.

M ligt op lijn met s = (8) enr= (12) =>n= (_13). Dus een vergelijking van de lijn: 4x —13y =0 (want 4-0-13-0=0).

5 """"" TTTTTTTTT FTTTTTTTT [

ZP'=2Q'=90° A4 R
ZP + ZA=90° ~ = AAP'P > APQ'Q (hh). E ] ] ! s
4/31+4P3:90°}:‘4”‘4P3 .
APQ'Q» AAOP en PQ = ZAP:»PQ 2(4 Aen QQ'= : : 1

e e .Q
xg=P'Q=2+58-22- Bé/lenyQ_OP+Q Q_,1+§/1_§,1. ol e A Freernn

— —_ 1 — 5 ' ! : '

Dus Q op een lijn met s = [oj enr= [5) =n= (,1). Pi}_:}_e _____ 3 ________ }9_ _______________
Een vergelijking van de lijn is 5x — y =13% (want5-8-0=4=131). § §

1 2 3 4 5

45 (x - 3)2 +(y - 2)2 = 25 (haakjes wegwerken) x
—6x+9+y% —4y +4 =25 (op nul herleiden)
x%+y? _bx-4y-12=0.

46  x%+y?+by+15=0 1p2-15>0
x%+(y+ib)?-1p2+15=0 142215
x?+(y+ib)?=1p?-15 b%>4.15
Dit stelt een cirkel voor als 2 |p|22V15. Dus b<-2V15 v b>2415.

47a  0%+0%+a-0+b-0=0 klopt.
476 x%+y%+ax+by =0 door A(10,0) =100+ 0+10a + 0b = 0 = 10a =100 = a = -10.
x%+y? +ax+by =0 door B(4,6)=16+36+4a+6b=0= 4a+6b=-52=2a+3b=-26

a=-10
Za+3b:_26}:—20+3b=—26:3b=—6:b=—2.

Dus X2+y2 -10x -2y =0.
(x-5)2 —25+(y -1)> ~1=0 = (x - 5)° + (y —1)% = 26. Dus een cirkel met M(5,1) (en r = v26).
47c X2+y2+ax+by:0 met a=2b (a>Oenb>O):>X2+y2+2bX+by:0.
(x+bY =62+ (y+ 36 162 = 0= (x + )7 +(y +2)7 =11 6% (=5=12).
267 =517 =1=b% =4 = b =-2 (<0 dus voldoet niet) v b =2 (voldoet). Dus M(-b, -1 b) = M(-2, -1).

2

48a x? +y +ax 5y+6 0 %a +% 0

(x+1aP-La®+(y- 21)2 6++6=0 a®+1>0

(X+ a)2+(y 21)2 a +j{ a®>-1. Dit geldt voor elke waarde van a.

Dit sTelT een cnrkel voor als 4 Dus x% + y2 +ax -5y + 6 =0 stelt voor elke a een cirkel voor.
48b %az+%252 48¢ (—%0,2%) op k geeft —%a—2~2%+2:0

a® +12100 -$a-5+2=0

a®>99 ~1a=3

la| >+/99. Dus a < /99 v a>+/99. a=-6.



49a

50a

5la

51b
blc

51d

52a
52b

52c

52d

x%+y?+4x-6y-24=0 49b  P(2,6-2)op k.

(x+2° -4+(y-3)2-9-24=0
(x +2)2 +(y —3)2 =37. Dus M(=2, 3) en rr =/37.

AM =42 + 42 =32 </37 = A ligt binnen de cirkel.

x -2y =2=x=2y+2invullenin ()(—3)2+(y—2)2 =10

@y+2-3°%+(y-2Y°%=10

@y -1°+(y-2)% =10

4y° 4y +1+y° 4y +4=10

5y2 —8y -5=0met D=(-8)°-4-5.-5=164

y_%_ 1\/_ y_8+1\(/)F_ \/_
f—f«/_:>x 2(7—7\/_)+2 158 2\/_len
A & L EE N

x% - 4x +y2 =0

(x-2%-4+y?=0

(x =22 +(y-0)% =4 = M(2,0).

02 —4.0+0% =0 klopt. Dus O(0, 0) ligt op de cirkel.

Substitutie van y = ax in x% —4x+ y2 =0 geeft
—4x+(ax)’ =0

X% —4x+a’x% =0

(02 +1))(2 -4x=0

x((@®+1)x-4)=0

x=0v x=

021

x=0=>y=a-0 O(snlqunTO)en

4 4 4a
X = =a ——= A).
a’+1 =Y a +1 a’+1 (snijpunt 4)
1 4 4 16
a== geeft xg= £=4.2=2
2 (%) BETSI! 5 5
4.1
2 2 4_38 16 8
enys=—75=75-=£=2-2=£= A2, 2).
(3f+1 a+t % 3 70O

y—-0=a(x—-1) geeft y =ax +a.

Substitutie van y =ax +a in X%+ y2

50b

51f

PM=\(A+2)% +(6-1-3)2 =\J(A+2)% +(3- 1)2.
PM <37 = (A+2)% +(3-A)° <37

A2 +41+4+9-64+4%2<37

242 -21-24<0

2-1-12<0
(A-4)(1+3)<0
-3<i<4.
6x+4y 41:>y——fx+% invullen geeft
X% 4 (- §X+ﬂ)2—8)(—2~(—§)(+%)+IO%:O
9,2 123 1681 41 1_
x? + XTI X+ 5 8X+3X—7+10§—0
173 X2 1“1‘3)“r 151321 =0 f:iz;:*ﬁz*i?gém
2
b2x° -572x +1521=0 . 14
D=(-572)% - 4.52.1521=10816 = /D =104
572-104 _9 _572-104 _13
X‘g 104 ‘32 9V ’:1 104
7 (SrZ-1043-104
x=2 =-2.24+% 1L ¢n
123:>y 23 213 441 21 “So2Anseated
X=2=rV="22"472
3 4 4 4 16 _ 64
a=3 geeft x4 = = =4=4.22=22
4 3f+1 w80 22D
4.3
n 2 3 _3_-2.16_48
YA G 2+l 25 ~ 25
De snijpunten zijn A(%", ‘Z‘—g) en 0(0, 0).
_ 50 _50
xXp= 1 T 13
5042 +50—52
5042 =2
2_2 _ 1
4 =% =25
a=-1 va-1
Verder geldt: (omdat 2 onder de x-as)
Ve
Dus a= —% voldoet en a :% voldoet niet.
Een vergelijking van de lijnis y = -1 x.

5

=1 geeft x2 +(a)(+a)2 =1

X% +a®x% +2a°x +a% =1
(@® +1)x% +2a°x +a®° -1=0 met D=(2a°)% - 4-(a® +1)-(a® 1) = 4a* -4 . (a* -1)=4
_ _—2a%-2 :—2'(02+1):_1 v x=2d°+2 _-d’+1_1-d°
2-(a®+1)  2-(a®+1) 2-(@®+1)  d®+1  a®+1’
2 2 3 3 3 3
x=doy=Oen x=lst oy lid g o0t e _asdidiua g
3

- 1-a® _2_3 4_3 —2a _1_1.4_4
_2 geeft het snijpunt S met x5 = 71 24575 eny5—02+1—§—1 5= %

Er geld’r: (7)2 + (—)2 =1 ofwel 32+42-5% Je krijgt het Pythagoreisch drietal (3, 4, 5).
1
_1.16 _38

1-a® _ 16 _15 16 _15 _ 2 _2_1.16
geeﬁXS‘ P+l 216717717 enys a1 ZT217 71T

Er geldt: ( )2 + (17 )2 =1 ofwel 152 + 82 =172, Je krijgt het Pythagoreisch drietal (15, 8, 17).

2 2 2 2 2\2 SZS3N
5% +12° =13° ofwel (J) +( =1 S eeesecesET  BEEEEEEEET
(M) LREFIINRRAc] (2K LREA] IPERaC
L5 A 2a__12 oy 12413 1213
, 2+1 13 a®+1 13 N
1-a" _5 5,2 15-13-13¢° 21842 =8=a% =2 = 4q=-2 (voldoet niet aan **) v a = 2 (voldoet).
241 13 9 3 3



h2e

53a

54a

55

b6a
56b

56d
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115412145

2 2 2 708 \2 . (1391512 G I —
708< +13915° =13933“ ofwel (13933) +(13933) =1 (P HER] A Frac

1- 708 Za 13915 (s 13915713050, 0ok L HSETEE1ET1
Dus 132° = = . !

a1 15933 A F 2,7 -13933 ) FeEraE1EsL :39151'%%3?%31@31
1-ag° _ 708 _ _ 13225 __+11§ TC13225-14641 0 F
.1 13933 = 70842 + 708 =13933 -139334% = 14 6414 =13225 = a° = {4641 =~ =110 Jrac (150121
Dus a = % (de andere oplossing voldoet niet aan **). "

Substitutie van y =2x +5 in x? +y2 =10 geeft
x2+(2x+5)2 =10

x% +4x% +20x +25=10

5x2 +20x +15=0

x%+4x+3=0

(x+3)x+1)=0

x=-3 v x=-1

x=-3=>y=2--3+b5=-len
x=-12>y=2--1+5=3.

m:y—O——f(X O)=m: y——fx

Substitutie van y = —%x in x? +y =10 geeft
X2 +(—%x)2 =10

x? +%x2 =10

10 2

5 x°=10

x%=9

x=-3 v x=3.
X:—B:y:—%-—3:1 en
X:33y=—%'3:—1.

De raakpunten zijn A(-3,1) en B(3, -1).
k1 L mdoor A(-3,1)= ki: y =3x +10.
k2 L mdoor B(3, -1)= kp: y =3x-10.

53b Substitutie van y =2x + 542 in X%+ y2 =10 geeft
x2 4 @2x + 5«/5)2 =10
x%+4x%4+20J2 - x+50=10
5x2 +2072 - x +40=0
x% 442 .x+8=0
D=(4v2)>-4.1.8=32-32=0.
Omdat D=0 is er één oplossing.
De lijn en de cirkel hebben één punt gemeenschappelijk,
dus de lijn raakt de cirkel.

54b Stel /i y —0 =a(x —10) ofwel y = ax —10a.

Substitutie in x2 + y2
x2 +(ax -10a)? =10
x2 + a®x? —20a%x +1004% =10

(a® +1)x% —20a%x +1004a% 10 = 0.
Raken, dus O =0.
D =(-20a%)% - 4-(a® +1) - (1004° - 10)
=400a* - 4 - (100a* - 1042 +10042 -10)
= 400a* - 400a* +3604? - 40 = 36042 - 40.
D=0=360ad% =40 = a? =%2a +1
-1

=10 geeft

Dus /1:y:—%x+§ en/yy=1x

Raaklijn 4 in (raakpunt) A(x 4, y4) aan x2 +y2 =r? met roq= (y ):”70/1 ry= ( VA) =Ny = (y:)'

Kixqg - X+tyq-y=c 2 2 _
door A(x4,¥4) =Xa YA =c¢
2 2 2 2

A(XA,yA)opX2+y2:r' SX4 tys=r
ki 2x+3y=13.

Van de cirkel is M(0, 0) en r =+/13.

Stel /: y:I%X+b, dus /: 1%X—y+b:0.
Raken, dus d(M, /) =r.

‘O+0+b‘ —\/ﬁj ‘b‘ :m
(3 + oy "

R E
1
b=-61 v b=61.
Dus /iy =1ix-6% en/py=1ix+61.

Stelm y-5=a(x-1), dusax-y-a+5=0.
Raken, dus d(M, n)=r.

|0-0-a+5| /3 |-a+5|
0-0-a+5 _ 3 3
Jab+ (1) - Ja®+1

|-a+5| = V1342 +13 (kwadrateren) a

=c=r? De raaklijnisdus x4 -x+yq-y =r°.

2

56c Stel m:y—O=a(x—4%), dus m: ax—y—4%a=0.

Raken, dus d(M, m) = r. '(4+1/3)>Fr‘a?3/3
‘0_0_41,]‘ ‘_ 1 ‘ Az 2 kFrac
E - 3 1_/13=> =13 1699
'az+(71)2 'a2+1 :ns 13vFrac .
13-Anz*Frac

‘—Q ‘—\/1302 +13 (kwadr‘a‘rer‘en) lligfq
169 , 52 , 2_9

) ; =134° +313:9 =13=a 7
a——é Vv a—é
Dus my: y =-12(x—41)en mp y =11 (x - 41).

~10a +25=134% +13
124% -10a+12=0=64a% +5a-6=0
D=5%-4.6.-6=169 = JD =13

_-5-13_-18 __3 5413 _8 _2
9=71 122 V912 “12°3
Dus ﬂ1:y—5=—%(x—1)en noty - 5—%(,\/—1).
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57a ki —4x -y =17. 57c¢  Stelm y—-17 =a(x -0), dus ax —y +17 =0.
57b  Van de cirkel is M(0,0) en r=-/17. Tc?kgn'f;(fs d(M. n) :‘1’;‘

m loodrecht op /: 4x -y =3 dus m: x +4y =c. Po* N A7 = =17

Raken, dus d(M, m)=r. Jat+ (1) Jat+1

0+0-¢ _ \/_2 =< C‘ =17 17| =\174% +17 (kwadrateren)

‘me‘; 1717 =174d% +17

c:—17vc:17. 17=a’+1=>d’=16=a=-4 v a=4.

Dus my: x + 4y =17 en my: x + 4y =17. Dus n;: —4x—-y+17=0enny: 4x -y +17=0.
58a VoorkgeIdi:XA-X+yA~y:r'2, dus —x+2y =5.

Voor / geldt /: X3~X+y3~y:r'2 dus 2x -y =5.
58b _X+2y:5o 2X+4y 109

2x - y=508|1 2x - y= 59
3y 15:}/:5in0:—x+10:5:—x:—5:)(:5. Dus A(5, 5).

58c rag= [_33) =048 = G) Controle: m: xp-x+yp-y=r°

AB:x+y=c m:5x+5y =5

door A(-1 2)}:—“2:6:6:1- Dus AB: x +y =1 m: x +y =1.Dus lijn m is lijn AB.
59 Een voorkeur is persoonlijk. Zorg dat je beide methoden beheerst.

translatie (—xy,—yu) > (x ——xy —XM)Z Ay ——ym —)’M)Z 2

dus ¢yt x2 +y2 =r?.
P(xp. yp) P'(xp=xm.yp = ym).
Poollijn van P' ten opzichte van ¢y is ki (xp —xy) - x+(yp—ym) -y = .

60a ¢ (x—xy)+(y - ym)® =r®

translatie (—xy,—yy)

translatie (X4, yu)

60b ki (xp—xy)-x+(yp—ym)-y =r? I (oxp =) - O = xa) + (v = yan)- (v = yan) = r2.
(poollijn van P' ten opzichte van ¢;) (poollijn van P ten opzichte van ¢,)

60c /i (xp—xp)-(x—xp)+(vp—yu)-(y—yuy)=r :n/—(yp y) roy, dus PM 1L /.

6la De poollijn van A(4, 8) t.o.v. ¢ x? +y2 =40 is 4x+8y =40.
{4X+8Y 400 {x:lO—Zy@ Nu ® invullen in® = (10 - 2y)? + y? = 40
X2 1y?-40@  |x2+y2-40@ 100 - 40y + 42 + y2 = 40
5y2 — 40y +60=0
y2—8y+12:0
(y-2)(y-6)=0=y=2 v y=6.
y=2in® = x=10-2-2=6 met raaklijn in (6, 2) de lijn 6x +2y =40 of 3x +y =20.
y=6in® = x=10-2-6 =-2 met raaklijn in (-2, 6) de lijn —2x +6y =40 of —x +3y =20.
6lb  x%+y?—4x-2y=0
(x-2°%-4+(y-1°-1=0
(x-2% +(y-1°=5
De poollijn van B(1, 4) t.ov. ¢: (x —2)% +(y —-1)? =5 is (1-2)(x —2) + (4 -1)(y —1) =5.

-x+2+3y-3=5

-x+3y=6 . . >

x-3y=-60 x=3y-6© Nuze invullen |n92:(3y—6) +y°—43y-6)-2y=0
X2ty 4x_2y= 00 x21y? _4x_2y-0@ 9y —-36y+36+y~—12y+24-2y =0

10y2 -50y +60 =0
y2—5y+6=0
(y-2y-3)=0=>y=2 v y=3.
y=2in® = x=3-2-6=0 met raaklijn in (poollijn van) (0, 2) de lijn (0-2)(x -2)+(2-1)(y -1)=5
dus -2x+4+y-1=50of -2x+y=2.
y=3in® = x=3-3-6=3met raaklijn in (poollijn van) (3, 3) de lijn (3-2)(x —2) +(3-1)(y —-1)=5 dus x +2y =9.



62a
62b

62c

63a

63b

63c

64a

64b

65a

65b
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kiy=-2x+b=2x+y=5=4x+2y=10.

De poollijn van P(xp, yp) t.ov. c: X%+ y2 =10is xp - x + ypy =10.
Als k: 4x +2y =10 de poollijn is van P t.o.v. ¢ x? +y2 =10, dan is P(4, 2).

Poollijn /: y=—x-4=>x+y= —4:—21,\/ 21y 10. Dus pool Q(-21, —-21).

2
" 2,22 _ 2 _ 2 _1

De poollijn van A(2r,0) t.ov. ¢t x“ +y“ =r®is2rx +0y =r°.Dus 2rx =r® = x =5r.

=>r®

2 Nu@in® =Lr)2+y%=r 21r'2+y ==y =32 = (3,2 41,03

{Xzﬂ,z:,,z ) 2 4 4 2
De raaklijn in (%r, —%rﬁ) is delijn %rx—%r‘yx/g=r2 ofwel x —y\3=2r.
De raaklijn in (%r’, %r\/g) is de lijn %rx+%ry«/§ = r? ofwel x+yJ3=2r.
De poollijn van B(0, 4r) t.o.v. ¢ x? +y2 =r?is Ox +4ry =r?. Dus 4ry = r? = y :%r.

1,0

==r
{f(zjyz 2 9Nu‘)in@ 2x2+(%r)2:r'2:>)(2+%r'2:r2:>x %Zrzzx %/‘2 =i%/‘\/ﬁ.

De raaklijn in (—f/"\/_ 27 isdelijn — 1 /"X\/_+ 1 r'y—r'2 ofwel —x15 +y = 4r.

De raaklijn m(4r'\/_ 1/ﬂ) is de lijn —rxx/_+ 7= r? ofwel xV15 + y = 4r.

De poollijn van C(r,2r) t.o.v. ¢ x? +y =r?

x=r-2y®
x2+y2-r* @

is rx+2r'y:r' .Dus x =r-2y.
Nu® in ® :(P—Zy)2+y2=r2:r2—4ry+4y2+y2=r2:5y2—4ry=025y(y—%/‘)=0.

y=0in® = x=r-2-0=renderaaklijnin (r,0) is de lijn r'x+0y:r'2 ofwel x =r.

yzgr in @ :er'—z-%r':—%r' en de raaklijn in (—%r, 4 p)is de lijn —%rx+%ry=r2 ofwel —3x +4y =5r.

x%+y% _8x-6y+20=0 NuOin@:(l—%y)2+(y—3)2:
(x—-4)?-16+(y—-3)>-9+20=0 1-3y+2)%+y% 6y +9=5

(x =42 +(y -3 =5 ) , 2r°-T4y+5=0 [&x7.5

De poollijn van O(0,0) t.ov. c: (x-4)  +(y-3)°=5is 2dz—duSwls
(0—p4)(XJ—4)+(0(—3)2y—3):5( T3 25)2’2 120y +80=0
4x+16-3y+9=5 S5y°-24y+16=0

~4x -3y =-20 D=(-24)>-4.5.16=256 =D =16
4x +3y =20 y:2417816:4in0 =>x=5-3.
{X=5-2y0 y=2416_4 i@ = x=5-
(x-4)2+(y-3°=5@® 2

Raaklijn in (2, 4) (door pool 0) is (2—-4)(x-4)+(4-3)(y-3)=5=> 2X+8+y 3=6=-2x+y=0.
Raaklijn in (42, 2) (door pool 0) is (48 - 4)(x - N +(E-3)(y-3)=5=>2x-&-2ly+6d-5=2x-11y -0
De poollijn van A(3, 0) t.o.v. ¢ (x - 4) +(y—3)2 =5is Nu 0 in® = (4—3y)2 +(y—3)2 =
B-4)(x-4+(0-3)y-3)=5 16-24y +9y% +y% —6y+9=5

X +4-3y+9=5 10y% ~30y +20=0

-x -3y =— 5

Xx+3y=8 y©-3y+2=0

x=8-3y® (y-2ly-1=0
{(X—4)2+(y—3)2=59 2 y=2in® = x=8-3.2=2

y=1in® = x=8-3.1=5,

Raaklijnin (2,2) is 2-4)(x-4)+(2-3)(y-3)=b=>-2x+8-y+3=b=-2x-y=-6=2x+y=6.
Raaklijnin (5,1) is (5-4)(x-4)+(1-3)(y-3)=b=>x-4-2y+6=5=>x-2y =3.

x? +y2 -10x -4y +4=0 De poollijn van A(-6, 4) t.o.v. c: (x —5)? +(y_2)2 =25is
(x-5)%-25+(y-2)%-4+4=0 (-6-5)(x-5)+(4-2)(y-2)=25
(X—5)2+( _2)2:25 —11X+55+2y—4:25

4 —11x + 2y =-26 ofwel poollijn p: 11x -2y = 26.

De raaklijn 4 in (poollijn van) B(8, 6) is (8 -5)(x —-5)+ (6 -2)(y —2)=25=3x-15+4y -8=25= k: 3x + 4y = 48.



k: 3x +4y =48 snijdt de y-as (x=0) in £(0, 12).

De poollijn van €(0,12) is (0-5)(x -5)+(12-2)(y -2) =25 = -5x 425 +10y -20=25 = p: —x +2y -4 =0.

X:Zy—40 . 2 2
Nu®in® 2y -9 -2) =25

{(x—5)2+(y—2)2=259 HOIn® =@y rly-a ==

4y% 36y +81+y%? -4y +4=25=5y° 40y +60=0= y° -8y +12=0=(y-6)(y -2)=0

y=6in @ geeft x=2-6-4=8 wat hoort bij B(8,6)eny =2 in ® geeft x=2-2-4=0. Dus D(2, 0).

66a X2+y2—6x—2y+5:0 66d X2+y2+ax+by+c:0
(x=32-9+(y-1>-1+5=0 (x+1aP-La?+(y+1b)P-1p%+c=0
(x=3)% +(y-1)° =5. (X+%a)2+(y+%b)2:%a2+%b2—c.
Dus M(3,1) (en r =) Dus M(~3a, ~16) (en r = [5a?+167c),

66b  AM=NO-"+ (41" =369 VA5 =38, pyz 2 ([, Tof i (yp - LhPY - (La? 4167 -0)
66c  PM? -2 =(J45)2 -5 =45 -5 = 40,

=(xp+Lia@ +(yp+ibP-La?-L1p% ¢
924142 _6.9-2.4+5=40, 29 TUPTRRN TR Ty

2 2 2 2
De uitkomsten zijn gelijk. = xp® +axp+5@" + yp +bYP>4A{%%{+C

:sz +y,o2 +axp +byp+c.

67a Voor r van ¢ geldt: r'2=(—1)2+22—8~—1—4~2+10:1+4+8—8+1O:15. Dus c1: (x+1)2+(y—2)2:15.
67b  Voor r van c3 geldt: r% =(6-1)? +(5-4) ~9=25+1-9=17. Dus c3: (x —6)? +(y -5)° =17.

68 ey x%+y? —8x-2y+12=0
cr (x =42 -16+(y-12-1+12=0
e (x—42 +(y-12=5=M(4,)enr =5
Voor r van de cirkel ¢ met middelpunt #M1(4,1) die ¢, loodrecht snijdt, geldt:
r?=42412_-8.4-2.1+12=16+1-32-2+12=5= r =+/5.
Dus cirkel c¢ is cirkel c; = cirkel ¢1 en cirkel ¢, snijden elkaar loodrecht.

69a P op de x-as (y = 0) = stel P(4, 0). P(4, 0) heeft gelijke machten ten opzichte van ¢ en ¢;:
(A+1)2 +(0-5)2 -10=(1-7)°> +(0-2)*> -5
A% +22+41+25-10=4%-141+49+4-5
164=32= A=2. Dus P(2, 0).

69b Popx+y=6=stel P(4,6-A). P(A, 6 — 1) heeft gelijke machten ten opzichte van c3 en cy:
A2+ (6-2)°-8=2%2+(6-2)°-124+34
A% +36-124+1%-8=122+36-124+ 1% 124+ 34
124=42=21=31 bus P31, 21).

70a c2:X2+y2+4x+8y+10:0
cot(x+2)°% - +(y+4°—..+10=0
c: ()(+2)2 +(y+4)2 =..2>My(-2, - 4).
Voor r3 van de cirkel c3 met middelpunt M,(-2, —4) die ¢1 loodrecht snijdt, geldt:
r? =(-2)% +(-4)% -6--2-2-—4+5=4+16+12+8+5 = 45, Dus c3: (x +2)% + (y + 4)% = 45.
706 cpx%+y?—6x-2y+5=0
e (x=3P2 - +(y-1%-..+5=0
cr (=32 +(y -1 =..= M(3,1).
De lijn door My(3,1) en Ma(-2, — 4) heeft als vergelijking: y —1==2=L(x - 3) ofwel y = (x —3)+1 ofwel y = x - 2.

2-3
Pop y=x-2=stel P(1, 1-2). P(4, A —2) heeft gelijke machten ten opzichte van c1 en c;:

JEFH=2)2 —64-2(A-2)+5= A2 T(A=2) +44+8(1-2)+10

-641-21+4+5=41+81-16+10
_ _-15_3 3 _11
—20/1_—15:/1—720—4. Dus AP(5, 14).

70c P(x, y) heeft macht 20 t.o.v. c; = x% + y? —6x -2y +5=20.



71

72a

72b
72c

73

74

75

76
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2 2

Stel ¢y (,\/—)(,1,1)2 +(y—y,,,,)2 = en ¢y ()(—)(,1,1)2 +(y—y,14)2 = r? met r? = ry.
P(xp, yp) heeft gelijke machten ten opzichte van ¢q en ¢3:

(xp =2+ = ym)? — 1% = (xp—xp 2+ 7p —ym)> - ra®

rl=-rl = n’=rin tegenspraak met de veronderstelling.

P(xp, yp) heeft gelijke machten ten opzichte van ¢q en ¢3:
xp27p? ~4= xp2+yp° ~8xp—8yp+30

8xp + 8yp =34= 4Xp + 4yp =17.

Uit 4xp +4yp =17 volgt dat P op de lijn 4x + 4y =17 ofwel y =-x +% ligt.
P(xp, yp) heeft gelijke machten ten opzichte van ¢1 en ¢5:

MJF"XPJFbYPJFC:MJFPXPJF‘WPJF’"

axp+byp+c=pxp+qyp+r
axp — pxp +byp —gyp+c—-r=0
(a-p)xp+(b-q)yp+c—-r=0. Dus Popdelijn (a-p)x+(b—¢q)y +c—r=0.

De machtlijn & van ¢y en ¢, is ki —2x +4y =-5 en de raaklijn in A(1,2) aan ¢y is /: x +2y =5.
2x+4y =501 [2x+4y=-50
x+2y= 502" 2x+4y =100

15
8y = 5:y f|n92X+4 5= x=77.

DusM(15 5)enr _(15)2 (5)2 5— 605 ('%EQE)ZHS;E;; Dit geeft c3: (X_%)ZJF(}, 5)2_605'
]

De machﬂijn k van c1 en ¢, is k: 8x + 6y =20 ofwel x:—%y+2% (1]

X ——fy+ invullen in cq: x% + y? =5 geeft

(—z)’+§)2+)’2_5

7% - 4y+ +y?=5

§2y2 Rr+g=0

25y -60y+20=0

5y2 12y +4=0met D=(-12)>-4.5.4=144-80=64 =D =8

y_12+8 2in® :X——— 2+21 —11+21—1 Dit geeft het snijpunt (1, 2).

_1210 =§mo =>Xx=- %5+2%_—E+2%_2120—2é.Dl’rgeef’rheTstpun’r(Z%,%).

De machtlijn A van cy encp is ki (a—p)x +(b—q)y+c—-r=0 ofwely:—%x—ﬁ met rcy :—Z:g.

e x? +y +ax+by+c 0 en cZ:X2+y2+px+qy+r:O

et (x+ Lay - a +(y+1b)2 1b2+c 0 (:2:(X+%p)2—%p2+(y+%q)2—%q2+c:0

c1-<x+§a)2+(y+%b>2—Z %bz c. 2 (x+ 5P +(y+ 39 =4 P+ 1 g% -

Dus Ml(—%a, —%b) (en ry = ra*+1p?—c). Dus M, —%p, —%97) (en ry = 1p?+1g%-r).
39436 _—g+b _b-g
-ip+ia -pta a-p°

Nu is reg -rey,m, = —Z:’Z : S:Z =-1. Hieruit volgt dat & L MiM>.

De lijn door My en Mp heeft richtingscoéfficiént rcy, 4, =

De machtlijn & van ¢y en ¢y is k: 12x + 6y =30 ofwel y =-2x+5.
Stel P(A, —24+5) heeft macht 6 t.0.v. ¢1 (en )

A% +(-24+5)°-4=6

A2 +44%2-201+25-4=6

512 ~204+15=0

A2-42+3=0

(A-1)(1-3)=0

A=1v A=3. Dus A(1,3) en B(3, -1).



77a cr: (x 2% +(y-1?%=5 ¢y (X 8)2+(y+2)2
X —4)(+4+y2 2y +1=5 c2: x? —16X+64+y +4y+4=8
i x +y2—4x—2y—0 i X +y2—16x+4y+60—0

De machtlijn & van ¢y en ¢, is k: 12x -6y —60 =0 ofwel y =2x -10.
77b Stel P(1,24—-10) heeft macht 8 t.0.v. ¢1 (en &)
(A-2)%+(2A-11)> -5=8
A% -4 +4+4)% 442 +121-5-8=0
5/12 481+112=0 met D=(-48)°> -4.5.112=64=D=8
=1=48+8-56= y=2.56-10=12. Dit geeft het snijpunt A(5,6;1,2).
X=A= 48 =4in® = y=2.4-10=-2. Dit geeft het snijpunt B(4, - 2).

77c P(A,24- 10) heeft gelijke machten (dus 2 moet op de machtlijn liggen) t.0.v. ¢1 (en ¢,):
De macht van P t.ov. ¢p is (A1-2)° +(2A-11)°> ~5=1% — 41+ 4+ 4% — 441 +121-5=51% - 481 +120

y =512 - 482+120 is minimaal als V =0=101-48=0=101=48=1=4,8. Dus P(4,8; -0,4).

78a AB=BC=4
ZABM = 2£C =90°: = AABM < ABCN (zHZ).

BM=CN =2
ié‘z’};fﬁfgz = £AME = ABNC} = ABSM <> ABCN (hh).
786  AMP = AB? + BM? =4% 122 =16 +4=20= AM =20 =4 5 =2 5.
SM _BM _ SM __2 2 J5_2/5_2
ABSM = ABCN (zie T80) = 2 = g = 5 = 2= = 2B SM=2.2 = 5M = Zf f RN AN i St A E)

78¢ A5=AM-5M=2J5-§J§=gJ§. DusA.S:5/14:%\/5:%\/5:(4%\/5):%\/—=4:1.

79 Bij een vergroting met factor & (k >0) worden alle lengtes met & vermenigvuldigd, dus blijft DS = AD.

80 Zie de figuur hiernaast. Y 5 5 5 3
P is het snijpun‘r van AM en BN. 2|2 f N f C
AM: y = x en BN: y 4-x : o |
Losop gx=4-x=2x=4=5x=16=>x=20=p08 4 ' 2 ,
Q is het snijpunt van AN en DP. R is het snlqunT van AC en OP. Y L CTS N T
AN;Y:XQ“” AC: y = XenDPy 2- ; | P

4_7 B : : :
DP:y:2+§—_OX=2+41610X. Los op 2)(—2 p . : B X
LosopX:Z—%x %XIZ 1 2 3 4
2,7 14x =32 (16/S+1E/113727F | Midden tussen P18, 2) en Q(38, 19) ligt
_32_16 12855 16 4

22x =32 X—H1—78- 52/5+16/11);§:;;(5 +ul 5+11) (15358, gg)ip(lé 8)
x=32=16- Q8 18 Dus R(Z. 7). |u Dus R is niet het midden van PQ.

81la H ligt op OC = x1y =0. 81b Voor de middelloodlijn m; van AB geldt my: x = a;b.
g/ lgatro; iieA ?99*6'% h door 19- Voor de middelloodlijn m, van AC geldt rc,,, =4.

mda ISTCh-TCac =~ a my gaat door het midden (£, £) van AC.
met rc,,c——:r'ch —7=—1:rch z . 2" 2
mp: V4 ==X+q 2 2 2

hy=%x+ < c_a.a _¢c_a° _(-a
dO())/r'Bc(b O)P}:> b+p:>p——?b, door'(ﬂ £ }:2 c2t9=9=2" 2 2c
X =0= ypy =-%L Dus H(O, - ). xM:a”’:yM:g.a;M DusM(””’, ab;f

81c De zwaartelijn z1 gaat door €(O, ¢) geldt (”erb, O)van AB= zy: y—c = (X O) Sy= 2‘ 5 +cO,

N\n
N

De zwaartelijn z, gaat door B(b, 0) geldt (£, §) van AC = z5: y -0 = (X -b)=y= be (x-b).
C(ﬂ+b)+26(ﬂ*2b)x_ac 2bc + be
(a-2b)(a+b) a-2b

2c
+b

bc
a-2b

+

Losop —Spx——bC =2 xic= (€ = =

Ta-2b" a+bh )X:”

a-2b



81d

o

83a

83b

84a

84b

84c

ac+bc+2ac-4bc ,, _ ac-bc
(a-2b)(a+b) a-2b

3ac—3bc _, _ ac-bc
(a—2b)(a+b) a-2b
3ac—bc) , _ac-be
(a-2b)(a+b) a-2b
_ge=tc (@=20)(@+b) _4.p

© a=26  3(gc—b0) 3
x—‘” in® =y=- 2c_ a¥b +c=—3c+c=lc=£.DusZ(‘”b %).

25 3 3 3
Algemeen geldt: het zwaartepunt van AABC is Z (24 +X3 T Ya “’ég ey,

We weten: M(‘”b, ab“) H(O, - )enZ(a—;b,é).

., __ab _ ab _ c%+3ab _c%+3ab ,,_ab
HZ:y c‘a;b o(X O=y+ = Gain ¥ =Y " darty” ¢

Nu nog controleren of M(%b, "bz%) hierop ligt.

2? 2 2? 2 2? 5
ab+c® _ c“+3ab ,m_a_b: ab+c® ¢ +Sab_@:> ab+c¢ :cg-cab klop'l'. Zle Theor‘le B op blz 44,

2c c M 2 c 2¢ 2c 2¢c 2c

Assenstel met A(—%d, 0) en B(% d, 0). (gebruik de figuur uit het voorbeeld op blz. 45 in het boek)
P op de cirkel (x +%o’)2 +y2 =r? en op de cirkel (x —%a’)2 +y% = (kr)°.
{X2+o’x+%a’2 +y°= r°O®

X2—a’x+%a’2 +y2 = k%r?

2dx K22~ (1 k)R = 2 = =22 in® =
Decirkelx2+a’x+%a’2+y =12d:2 ofwel x2 +(a’_ 27( )x+y +la’2 0.

Assenstel met A(-1d,0) en 8(}d, 0).
P op de cirkel (x +%cz’)2 +y2 =rlen op de cirkel (x —%a’)2 +y2 =re.
{XZ +dx+%d2 +y2 =r

XZ—dX+%d2+y2=r2

2dx =0 (a7¢ 0) = x =0 (de y-as en geen cirkel). Dus de punten P liggen op de middelloodlijn van AB.

C ligtop m: x =1enop y =ax. Dus C(1, a).
D ligt op ¢ (X—1)2+y2=1enopy=ax
(x -1 +a°x% =1

x? -2x +1+a°x% =1
(@®+)x%-2x=0
x((az+1)x—2)=0
x=0mety=0=A(0,0) v x=- 2

2a
1 a? +1)'
2 =Z(a +1) 2 _ 24
a®+1  d®+1 , a®+1  a%+1’
20 _2a(a°+1) 24 24° p 24> 24°
= - = . Dus £ , )
a’+1 a’+1 a®+1  a%+1 (32 1 a2+1)

Er geldt x, — xg = xp — x ofwel xg =2x,-xp=2-1-

Ook geldt yo—yr =yp—yc ofwel yg =2y, —yp=2-a—-
2 o

BE)/ 0= a+1 (X Z)Dy_ﬁ
K

BE snijdt min F = xg =1en yr =—a>-1+2a> = a3. Dus F(1, a3).

We weten nu M(1, O) c(,a), FQ, a3) en B(2,0)=> MC =a, MF= aen MB=1.

Er geldt: Mc3 = a3 en MF-MB? = a3 1% = a3. Dus Mc3 = MF - MB2.

(x-2)=>y= ;(X—Z):y:—a3x+2a3.
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Diagnostische toets
Dla2 (x,y)=(1, —4) voldoetaan 3px +y=p+2=3p-1-4=p+2=3p-4=p+2=>2p=6= p=3.
DIbE 3px+y=p+2 evenwijdig met } -LP 73)0

3x+4y =10 (zet x, y en = netjes onder elkaar)

DIcE 3px+y=p+2evenwijdig met £ +% =3 ofwel 3p 1
Bx + 4y = 60 TB T4 TIPEIEp

DIdE 3px+y=p+2of y=-3px+ p+2 evenwijdig met
2_
x-as (y =0) of y= Ox

D2a= 3x + py =6 evenwijdig met 3 2 _a, 1a_ _ _ - -
px+(p+6)y = p2 =5= p+6:>p =3p+18=p°-3p-18=0=(p-6)(p+3)=0=p=6 v p=-3

D2bE ky: 3x+py=6 Iy px+(p+6)y=p+2 D2c B Kp: 3x+py =6 _6®
Kot py ==3x+6 Ip (p+6)y =—px+p+2 x =0 (de y-as) il
kyy=-3x+6_ /. Py P*2 lpipx +(p+0)y=p+2 -
Py ="p p PY =06 pi6 X =0 (de y-as) =>(p+6)y=p+20
ka_/p:>r'ckp-r'c/p=—1 {Py 60 y_ée
—%'—pf(J:— (p+6)y= P+29 (p+6)y p+20
3p____1 © in @ geeft: (p+6)-6=p+2 (p+0)
p(p+6) 1 P
3p=—p(p+6) (p+6)-6=p(p+2) (p#0)
3p=—p2—6p 6p+36:p2+2p (p=0)
P2 +9p=0 p2—4p-36=0 (p#0)
p(p+9)=0 D=(-4)?>-4-1.-36 =160 = /D =~/160 =16 10 = 410
p=0v p=-9. pzi"”gm:Z—Z@ v p:74+g\/ﬁ:2+2\/ﬁ.

D3a= Cirkel met middelpunt A(2, —1) geeft (x —2)° +(y + 1)~2 = /«
Deze cirkel gaat door B(4,5) = (4 -2)? +(5+1)% =2 = r? = 22 462 - 4+36 40
De vergelijking van de cirkel met middelpunt A(2, —1) door B(4,5) is (x —2)2 +(y+ 1)2 =40.

D3bE Mopmllmvan Aen B= d(M, A)=d(M, B). Mopmllnvan Aen € = d(M, A)=dM, C).
=27 40y +17 = (-4 +(y -57 Vo =20 +(y + 1P = (x -6 +(y -3)°
(x =22 +(y +1)* = (x ~4)% + (y -5)° (x =22 +(y +1)* = (x - 6)° +(y ~3)°
x2—4x+4+y2+2y+1:x2—8x+16+y2—1Oy+25 x2—4x+4+y2+2y+1:x2—12x+36+y2—6y+9
4x+12y =36. Dus m: x +3y =9. 8x+8y =40.Dus m: x +y =5.
x+3y=9@
x+ y=5@

2y=4=y=2in® = x+2=5= x =3. Dus het middelpunt M van de omcirkel van AABC is M(3, 2).
De straal r=d(M, /1):/1/1/1:\/(3—2)2 +(2+1)2 =\/12+32 =J1+9 =410.
D3cE Het midden van lijnstuk A8 is N(2+4 ’“5) NG, 2).

De straal r=d(N, A)= NA=+(3-2)2 + (2 +1)2 =\12 + 32 =1+ 9 = 0.
De vergelijking van de cirkel met middelpunt N(3, 2) en straal r=NA is (x —3)2 +(y - 2)2 =10.

D4a2 P(x, y) op een bissectrice van & en / geeft d(P, k)=d(P, /).
xX+2y—-6| |-2x+y-10
| 7 | N ‘2\X+2y—6\:\—2x+y—10\
x+2y-6=-2x+y-10 v x+2y -6 =—(-2x +y -10)
3x+y=—4 v x+2y-6=2x-y+10
Dus m:3x+y=-4enn —x+3y=16.

D4b P(0, y) (punten op de y-as) op afstand 2 van & geeft d(P, k) =2.
%:Z:Py—é\=2x/§32y—6:i2x/5:>2y:612x/53y:3ix/5.

Dit geeft de punten (0, 3+~/5) en (0, 3-+/5).
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D5al De vergelijking van BC is x = 4.Dus d(A, BC) =|x4 -4/ =|2-4/=2

D5b & AB:y—lz%(X—Z)ofwely—lz%(X—Z)ofwely—I:%X—lofwely—%X:OofwelX—2y:0.
P(x, O) (punten op de x-as) met d(P, AB)=d(P, BC)
\x:/gO\ \X 4 =[x = \/—\X 4‘
x:\/g(x—4) v x=—/5(x-4)
x=Vbx-4J5 v x=—Bx+45
(1-VB)x =-4J5 v (1+/B)x =45
_ —4/5 _ —4J/5 1+5 _-4/5-20 -4[ 20 45 _ 45 1-6 _4J/5-20 4[ 20
X=1-06 1-v5 145 1-5 =54B v s T T T =5-5.
Dit geeft de punten (5-+/5, 0) en (5+J_, 5, 0).

D6a = k:2x+3y:12gaa‘rdoor(é,o)enheef*”=():"" [ )DUS (;) (8) [ j

D6bE /ix=-2+31 /\y:5—4lgaafdoor'(—2,5)enheeffr=(_3) n= (;’) Dus /: 4x +3y =7 (4--2+3-5).

D72  Stel P(1,0)= OP = ﬂenOQ:%

1 41,_4
S2x=A>xp=2-2A=51en
Qlx, 3x)= 0Q = \/X +(3)()2 \/X +7X _[25,2_5,[" 4 3 R°53"715
7 6% "3 _3, _3.4,.3,_1,
/1+ b 044 4 19 R4 Q=454 15"75
Het midden M van PQ is dan (—2= 5) (35 2,3 igH:

M ligt op lijn met s = (0) enr= (139) =>n= (719). Dus een vergelijking van de lijn: 3x —19y =0 (want 3-0-19-0=0).

D8aE 2 +y +ax 4y+13 0 1a%-9>
(x+1aP-1a®+(y- 2)2 4+13=0 1229
(x+% a)2+(y 2% =4a®-9 a? 236
Dit sTel‘r een cirkel voor‘ als a l|a|=6.Dusa<—6 v a=6.
D8bE (x +%a)2 +(y —2)2 =la2 -9, dus middelpunt /M(—é a,?2).

/:2x+3y =5
M(-%a,2)op /

Als M op / ligt, dan is a =1 en dat kan niet omdat x2 + y? + ax —4y +13=0
alleen een cirkel voorstelt voor a<—-6 v a > 6 (zie D8a).

}:2 2a+32 b=>-a+6=5=-a=-1=a=1.

D9%aE 4k —x -3y =10 of At x +3y =-10. D9cE  Stelmy-2=a(x-4), dusax-y+2-4a=0.
D9b = Van de cirkel is #(0, 0) en r =+/10. Eﬂkgnlzd“f ‘d("”' ”)=‘;~ ad
Stel /:y=3x+b,dus /: 3x -y +b=0. Po*e % _ 0= _ 10
Raken, dus d(M, /)=r. Jat+ (-1 Jat+1
j0+0+5| =\/Eéﬂ=\/m \2—4a\=\/1002+10 (kwadrateren)
‘Jb3‘2+1(61)2 ot Ji 0 4-16a+16a% =10a% +10
=10=H/=-10 v p=10. 2 6
Dus /1: y =3x-10en /3: y =3x +10. 6a® ~16a-6=0
3¢ -8a-3=0
D9d = Van de cirkel is #(0, 0) en r =+/10. D=(-87_4.3.3-64+36-100= D10
p loodrechtop m: 3x+y-5=0dus p: x -3y =c. 8-10_ 2. 1 8410 18
_ g=2-_2__2 y g=8210_15_3
Raken, dus d(M, p) =r. 6 ) 6 310 6 6
0+0-¢ e _ Dusnii —sx—-y+=0enny:3x-y-10=0.
7\/@—@:@—@ 3 3
|-c|=lc| =10 = c=-10 v c=10.
Dus p1: x =3y =-10 en p: x -3y =10.
DI0a2 x%+y2?—6x-4y=0 De poollijn p van (-3, 4) ten opzichte van de cirkel is
(x=32-9+(y-2°%-4=0 pi(-3-3)(x-3)+(4-2)(y-2)=13

p —6x+18+2y-4=13

2 2 _
(x -3 +(y-2)? =13, b —bx 2y



D10b & De poollijn p van (2, —3) ten opzichte van de cirkel is p: (2 -3)(x - 3)+(-3-2)(y -2) =13
uitgeschreven p: —x+3 -5y +10=13 of p: —x -5y =0.
Sy=x0
x2+y? —6x-4y=00
O in® —25y°+y% 130y -4y =0=26y%+26y =0= y(y+1)=0=y =0 v y=-1,
y =0= x=0.Deraaklijnin (0,0) is (0-3)(x-3)+(0-2)(y-2)=13=-3x+9-2y +4 =13, dus 3x -2y =0.
y=-1=x=5.Deradklijnin (5, -1)is (5-3)(x-3)+(-1-2)(y-2)=13=2x-6 -3y +6 =13, dus 2x -3y =13.

DllaE Voor r van ¢, geldt: r'2:(—2)2+(—2)2—6~—2+8-—2+5:4+4+12—16+5:9.
Dus ¢y: (X+2)2+(y+2)2:9.
DIlbE (3+24)° +(—4+4)° —6(3+24)+8(-4+4)+5=5
9+124+44% +16 -84+ 1% -18-124-32+81+5=5
512-25=0
12=5=1=-5 v 1=+p5. De punten zijn (3-2v5, =—4-/5) en (3+245, =4 +/5).

D122 De machtlijn van ¢y en ¢y is )(2+y2—4)(—2)/:()(—4)‘2+(y+1)2 -1
m: x2+y2—4x—2y:x2—8X+16+y2+2y+1—1
m: 4x —4y —16 =0 ofwel x — y =4 (de machtlijn gaat door de snijpunten van de cirkels).
x=y+40
{X2+y2—4x—2y:09
y2+8y+16+y2—4y—16—2y:0:>2y2+2y:0:>2y(y+1):0:>y:0 v y=-1
y=0=x=4eny=-1= x=3. Desnijpunten zijn (4,0) en (3, -1).

Nu®in® = (y+4)%+y? —4(y+4)-2y =0=

¥
DI3E Noem het raakpunt A(x, y). P(x.y)

OP L MP =
rcop -reyp = -1
Y Yy _ -1

; ' x-10 - M X
2

A o 10
x2-10x
y2 =—x?%+ 10x
X%+ y2 -10x =0
(x-5)%-25+y?=0
(x - 5)2 + y2 =2b. Alle punten liggen op een cirkel met M(5, 0) en r =5.
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Gemengde opgaven 9. Lijnen en cirkels
kp / /p =rcg, =rey, Glc Snijden met de x-as (y = 0) geeft
p+l_p-4 kp: (p+1)x=3en /P: (p-4)x=-6
p-2 p+5 ofwel ky: px +x =3 en /y: px —4x =-6
(p+1p+5)= (p=4)p-2) e x- 30
{72+6p+5=p -6p+8 px—4x=—6@

p PN

3_1 5X:9:>X—% in® geeft

P=1 5 3

p%+%:3:§p:§:9p=6:p=g=%.

ka_/P:r'ckpmc/p:—l GldE  Snijden met de y-as (x = 0) geeft
p+l p-4_ kp: (p—2)y =3 en/p: (p+5)y=-6
p-2 p+5 ofwel k,: py -2y =3 en /. py +5y =-6
(p+1)(p~4)=~(p-2)(p+5) by 2y~ 30
p§—3p—4=—(/;2+3p—10) {py+5y:—69
P*-3p=4=-p" -3p+10 —7y—9:y:—2 in@geeﬁ
2p° =14= p? =7 9 s
p=—T v p=+T. p-—7+5~—7 —6:—7/3 f: Ip=3=p=-5=-3.
p+l  p-2 3 p+l_ p-2 p+l 3
kp en my, 4 vallen samen als b 4= pib-g dus 4= pi5 N pd g
)23 o pheie
(p+D(p+5)=(p-2)p-4) . 141 5
pPrép+5=p°—6p+8 © in O geeft %4_4=%2%}%=%3%=%257=—45:q=—9
12/’;3 " Dusp=%enq=—9.
Stel P(x, y)
3x+4 3x+4 3x+4
(e, )= BB d(P, A)=\x -2 +(y -3
2 2
deP /):5:@:5:\3“4;/\:25 AP A)=5=(x -2 + (y -3 =5

2 2 _
—3x+4y =25 v 3x+4y-—25 (kwadrateren geeft) (x —2)° +(y —-3)° =25

3x+4y=25 y=-3x+250 3x+4y=-25 y=-3x-20

4 ) = 4 4 2 2 = 42 4 2
(x -2 +(y-3)"=25"" |(x-2)2 +(y-32=25@ (x-2)°+(y-3)"=25 |(x-2)°+(y-3)°=25@®
Oin® geeft (X—2)2+(—§x+§)2:25 2:::1;3 75 © in @ geeft (X—2)2+(—; 37)2—25

) - - 2 13
x2—4x+4+—x2—¥—2x+@ 25 4*16“69_25*1?23 —4x+4+E 7 X +21—262X+ 129 25
2 ) 25,2 158 1193

f—g’x 11462)( 11667 0 14z 4*2::822 n 16X +oe Xt =0

25x% +158x +1193 =0
D < 0 = hier geen oplossingen.

25x2 —142x 167 =0 |r¢fnss
D=36864=+D=192n

=]
1582 -4425+1193
-24336

= 142+192 _ 334 _ 167 o ol142-192 _ 50 _ 4 N
50 50 ~ 25 50 50 (T42+1925 /58 Fra| [(142-1927/50vFra
in®=y=3L in@®=y=28_7 167,25 -1
25 4 -34ARS+25- 4 Fra| | -3-4Ans+25- 4 Fra
Dus de punten zijn: (126—57, 23—%) en (-1,7). : 3125 : 7
Stel P(x, y) G2cE2 Stel P(x,y)
d(P,)=d(P, A) met y =3 geeft d(P,1)=d(P, A) geeft
3 4.3 3 4
‘ X\/+2_ ‘ \/(X 2)2+(3 3)2 ‘ ):/Ly‘ \/(X 2)2+(y 3)2

\3x;12\: /(X— )2

3x+12|=5|x -2

3x+12=5x-10 v 3x+12=-bx+10
2x=-22 v 8x=-2

x=11v Xz—%.

Dus de punten zijn: (11, 3) en (—%, 3).

35+ 4y|=5-\(x ~2)% +(y - 3

(3x +4y)* =25((x —2)% +(y - 3)%)

9x2 +24xy +16y° =25(x% —4x +4+y% —6y +9)

9x2 +24xy +16y% = 25x% ~100x +100 + 25y2 —150y + 225
~16x% —9y? + 24xy +100x +150y —325=0

P op de kromme: 16x% + 9y? — 24xy —100x —150y + 325 = 0.
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c x2+y2+8x—4y+4:0
625X2+6X+9+y2—2y+1=1
De machtlijn van ¢y en ¢; is XZ+><+8X—4)/+4=XZ+6X+9+><—2)/ dus 2x -2y =5.
2x -2y =5 x=y+20@
{ > ); geeft 1", Y 22
X +y +8x-4y+4=0 X +y +8x-4y+4=00
0 in © geeft (}’+5)2+y2+8(y+5) 4y+4=0
y +5y+ +y +8y+20-4y+4=0
2y +9y+30}1 =0 met D=9° —4~2-30% <0 = er zijn geen reéle oplossingen.
De machtlijn van ¢1 en ¢, en cirkel ¢; hebben geen punten gemeenschappelijk = ¢1 en ¢, ook geen punten gemeen.
c:x%+y2 +8x—4y+4=0=(x+4)° -16+(y-2)° -4+ 4=0= (x+4)° +(y -2)? = 16.
c1 is de cirkel met My(—4, 2) en ¢, is de cirkel met M»(-3,1) = M; # M, = de cirkels zijn niet concentrisch.
d(Mp, A)=\[(-3--5)2 +(1-2)2 =\22 +12 =/ > , = A ligt buiten c,.
De macht A(-5, 2) van ten opzichte van ¢; is (-5 + 3)'2 +(2 —1)2 ~1=224+12_1=-4,

M3 = M1(-4, 2) (gegeven) en voor r van c3 geldt: re = (-4 + 3)2 +(2 —1)2 —1=1(r? de macht is van M t.ov. van c,).
Dus c3: (x +4)% +(y -2)? =1.

My ligt op de machtlijn van ¢ en c;. Deze machtlijnis: 2x -2y =5 (x® + y? +8x -4y +4=(x +3)° +(y -1)° - 1).
0%2+22+8-0-4-2+4=0= B(0,2) op cy.

Raaklijnin B(0,2) aan cy: (0+4)(x+4)+(2-2)(y -2)=16 =>4x+14=16 = x =0.

x =0 invullen in 2x -2y =5 geeft 2~O—2y=5:2y=—52y=—%

Dus M40, -3) en r? =0% +(-2)*+8.0-4--5+4=2110+4 =201 Dus c4: x* +(y +3)? =201

Het middelpunt van de omcirkel van AABQ is

: 2 2 _
€ (X =3)"+(y ~4)"=25@ het snijpunt van de middelloodlijnen van AABQ.

De poollijn van Q(-22, 29) t.0.v. de cirkel is:

(-22-3)(x - 3) + (29— 4)(y - 4) = 25 Het midden van A8 is (%, %)z(g, %) enr g =(‘;)=—7-G).
Zigii;;’;f%'m =25 Middelloodlijn van AB: 1-x +1-y = ¢ door (3, D= x +y =2 =7.
y=x+20 Het midden van AQ is(—%,%)en raQ = (28)—7(734)

© in ® geeft (x-3)° +(x+2-4)° =25 De mll. van AQ is —4x +3y = c door (—%,%): 4)(+3y:E
(x-3F +(x-2)% =25 X+y=70© y=7-x© Frag o arararray

X2 —bx+9+x°—4x+4=25 {_4X+3Y:1725@:{_4X+3Y21759m
2x2-10x-12=0 Oin® = 4x+21- 3)(—T ~Tx = 133:)(— —m@:yz 23.
x?-B5x-6=0

6 D=0 Het middelpunt van de omgeschreven cirkel van AABQ is N(——, 33
E:(—_é )\(/X;—)—_l in ® en de straal van de omgeschreven cirkel is d(N,A)=d (N, B).

17e+31z
A(6, 8) en B(-1, 1). (hiernaast verder) r= \/(_1 + %)2 +(1 _3723)2 = \/@ = \/% 2= 275\/5 . 1258
Het midden van 48 is (651, 81 = (3, 9) en 2r = d(4,8) = (-1~ 6) + (1 -8 =\72 +72 =2.72 =7.2.
r=1d(4,8)=22. Dus cp: (x-3)% +(y - 2)% = (5 V2)? ofwel cp: (x-3)% +(y - 27 = 2.

De machtlijnvan ¢y encpisi —x+y =2 ((x-3°+(y-4¥ -25=(x -3 +(y - 2° - ).
De raaklijnin A(7,7) aan ¢1: (7 -3)(x -3)+(7-4)(y -4)=25=4x-12+3y -12=25=4x + 3y = 49.
{X+ - 20 {4X+4y: 8O

4x+3y=49@7 | 4x+3y-490
Ty=57T=y= 5lln‘)2X—§ DusM(473,577)
Verder is r% = MP? = (7 - 43)2+(7 57)2 ()2+( 8)2 49 % 1£9c>:>C (x - 43)2+(y—¥)2:%.

De gevraagde punten liggen op de middelloodlijn m van AB, dat is de lijn door de middelpunten van ¢ en c¢5.
et x° +y‘2 +6x-14y +9 =0 ofwel (X+3)2 +(y—7)2 -9-49+9=0= M (-3,7).
c2t (x +1)% +(y 1% =9 = Mp(-1,1).

De lijn door My en Mp: y —-1=ZL=Li(x + )= y -1=E(x+D) = y-1=3(x +)) = y -1=-3x-3= y = 3x-2.
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Nu de lijn MMo: y = -3x —2® snijden met cp: X%+ y2 +6x-14y +9=08.

Oin® = x2+(-3x-22+6x-14-(-3x-2)+9=0=x2+9x% +12x +4 +6x +42x +28+9=0

10x2 1 60x + 41=0 met D=602—4-10~41=1960:>\/5=\/1960=\/196-10=14«/ﬁ:>)(=w.
X = ’60”4‘/_ 3+7\/_Om09eef’ry -3-(-3+L \/ﬁ)—2:7—%\/ﬁ:(—3+%m,7—%\/ﬁ)en
x ==60- 1‘”_ ~3- 10 in @ geeft y =-3-(-3-£+10)-2=7 +2L10 = (-3- %10, 7 + 2L10).
De gevmagde punten liggen op de poollijn van P t.ov. cp: (-15+3)(x +3)+(0-7)(y-7)-49=0.

Nu de poollijn —12x -7y =36 ofwel y =- 12 3605nijdenme‘r c1:x2+y2+6x—14y+9:09.
Oin® = x?+(-12x-36 1 6x-14.(- 12x—36)+9 op bzt 1aq| 75 12gg| [ o144

153
14#12 BE+HERA I+ EEHT
2 12

X2+ lf; X+ Sf; X+ 4%6 +6x+ 138 X+ 504 +9=0 1 24T 2 | Lanse 188) | 2o ssaanronda
193 2334 , 5265 _ &4 =84 L8
193 42 ;2334 | 5265 _ ¢ n n ]
49 49 49 ZI4E—4x193+5765
193x2 +2334x +5265 =0 rehe | 1SE29TE

= 2_4.193. = = - _ 233441176 1176
met D =2334°-4.193.5265=1382976 = /D =1382976 =1176 = x A0 1y e

. {-Z334+11765-388| |*Frac
X = % =-3in @ geeft y =0 = raakpunt (-3, 0) en ¥ . | |2oranc B RE
_—2334-1176 _ _ 1755 2016 1755 2016 “12-7Ans—36-7 a0

x =SS0 = in @ geeft y = 103 = raakpunt (422, S52). i 7 |y 2016193

De machtlijn van c1 en cp: 4x —12y +16 =0 ofwel x =3y —4 (x* + y? +6x 14y + 9= (x + 1)’ +(y -1)* - 9)
Stel een punt P op de machtlijn (31 -4, 1)@, dan moet de macht van P t.0.v. (¢ en) ¢, 81 zijn:
(BA-4+12 +(1-1)%-9=81=(31-3)% +(1-1)>-9=81=94%-181+9+ 12 -21+1-9=81=
1012 -201-80=0=4%2-21-8=0=(1-4)(1+2)=0=>1=4 v A=-2.
A=4in@® = (8,4)en 1=-2in® = D(-10, - 2).

AM? = OA? + OM? = a® + m? (Pythagoras in AOAM met 20 = 90°) met CM = AM = r = CM? = AM? = a® + m®
PM? = OP? + OM? = p2 +mP (Pythagoras in AOPM met 20 = 90°)

PM? = PC? + CM? (Pythagoras in APCM met £C = 90°) = PC? = PMZ — CM? = p? + m? —(a® + m?) = p? — a®.
PA=p-aenPB=p-——a=p+a=PA -PB=(p—a)p+a)=p?—a® (zie ook Gba). Dus PA-PB = PC?.

De macht van P(5, 0) t.0.v. de cirkel X2+ y2 =10 is 5%+ 0% -10 =25 -10 = 15. 87

Volgens de machtstelling geldt: PA-PB =15, dus
PA-(PA+25)=15= PA? + 25 - PA-15=0 p
D=(25)?~4-1.-15=20+60 =80 = D = VBO = 45 = p4 = 25245 P ox
PA= % =/5 (voldoet) v PA= % =-35 (vold. niet) 1o 5
PA=16= A op de cirkel met M=Penr= V5. (gegeven: A ook op cirkel x? + y? =10)
X +y2 100 x? +y2:10
(x —=5) + 2 (\/—)2 x%-10x+25+y°% = 5
10x-25 =5=10x=30=>x=3in® =9+y?=10= )% =1=y=+1
De twee punten A zijn A1(3,1) en A2(3, -1).
B op de cirkel met middelpunt 2 en r = 3.5. (gegeven: 8 ook op cirkel x? + y? =10)
X +y2 100 x? +y2:10
(x -5 +y° (3\/_)2 x% -10x+25+y? =45
10x-25 =-35=10x=-10=>x=-1in@® =1+y?=10=y?=9=y=
Dus A;(3, 1) met daarbij B1(-1, 3) of de mogelijkheid: A>(3, —1) met daarbij B>(-1, - 3).
Zwaartelijn z1 door A(a, 0) en het midden D(% b1 ) van BC is y -0 =
Zwaartelijn z, door B(b, 0) en het midden (:l a, 11) van AC is y -0 = b (x-5)8.
Zwaartelijn z3 door (0, 3) en midden (‘”b 0)van ABisy-0= M O(X ‘”b) ofwel y =— +b()(—"TJrl’)G).
_ 3 __3 36
Oin® =5 (x-a)=_2p(x-b)= 52 x5 = Zpx -5

3a 35 3(a-2b)-3(b-2a) , _ 3a(a-2b)-3b(b —2a)

X:b—Za_a—2b2 (b-2a)(a-2b) N (b-2a)(a-2b)

(b—32a - a—32b)
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_3ala-2b)-3b(b-2a) _ a(a-2b)-b(b-2a) _ a’~2ab-b*+2ab _ a’~b> _(a+b)a-b) _a+b; @ —
3(a-2b)-3(b-2a) (a—2b)—(b-2a) a-2b-b+2a 3a-3b  3(a-b) 3

__3 a+b _ \__ 3 a+b _3ay__3  a+b-3a__3  b-2a_ a+b : i
y_bfza( 3 a)_biza( 3 3)_b*20 IDUSZ( 1) lssnlJpUnTVGnZ]_ en zp.

3 b-2a 3
a+b : _ 6 (a+b_a+by_ 3(a+b) 3(a+b) ) a+b _

zZ(e , 1) voldoet ook aan®, immers 254 $2)=- a+b( )— =-1klopt.

,1) = de (drie) zwaar’relunen van een drlehoek gaan door één punt.

a+b
Dus z1, zp en z3 snijden elkaar in Z(”;b

d(A,Z):\/( ﬂ;b)2+(o—1)2:\/(37a—a§b) +12 = \/(20 bY? +1—,/u;b+b2 =1V4a? —4ab+ 6% +9.
o’(D,Z)z\/(/Z’ 2+(g_1)2:\/(3é: 2(a+b) . /b 2a biobabeda’sd _1aq? 4ab 6?49,

Hier staat te lezen dat: d(A,Z2)=2- d(D,Z) = AZ ZDZ = AZ ZD 2:1.

Stel P(0O, 1) en noem @ het punt (O, 10).
Pythagoras: PQ? + AQ? = AP? = (10— A) + AQ? =10 = AQ? =100 — (10 — ). Dus A(\100 — (10 — 4)?, 10).
Het midden M van AP is het punt M( “1007(127'1)%0, 102“1).
=7“100_(210_1)2 eny=5+%l:x=%\/m0 en1=2y-100
®in ® — x = 1,/100 - (10 - 2y +10)? (kwadrateren)
= 1(100 - (20 - 2y))? = 1 (100 - (400 - 80y + 4y?)) = 1(100 - 400 + 80y ~ 4y?)) =75 +20y - y* =

x%+y?-20y +75=0= x% +(y -10)?> ~100 + 75 = 0 = x2 + (y —10)? = 25.
Dus M ligt op de cirkel met middelpunt (O, 10) en straal r =5.

x/,+2 yp+0

Het midden Q van AP is het punt Q(
Voor P (op de eenheidscirkel) geldt: Xp +yp = 19

Nu® en @ in © = (2xg —2)° +(2yg)? =1= 2% - (xg —1)% +2° - yo® =1 (delen door 4) = (xg ~1)% + yo° = 1.
Dus Q ligt op de cirkel met middelpunt (1, 0) en straal r =%.

=)= xg = pr+lenyQ yp:Xp:ZXQ—ZGenyp:ZyQG

rc; =men / door A(0,5)=/: y =mx +5. k en p snijden elkaar in S, dus voor S geldt:

/ snijdt de x-as (y =0) ianP(—%,O). y:—%x+5 5o 5.

k L/ en k door A(0,5)= ki y =—Lx+5. x=-2o L 1, ()7 XX +8=gx" s

p L x-as en p door P(—%, O)=px= —%~ 4 Dus alle punten S liggen op de parabool y = x +5.

2-d(P,A)=d(P, B)
2. J(x = 6)2 +(y +1)2 =(x —12)2 + (y — 2)? (kwadrateren)

4. ((x =6 +(y +1?) = (x -12)% +(y -2)°

4~(X2—12X+36+y2+2y+1):x2—24x+144+y2—4y+4

4x% _48x +144+4y% + 8y +4=x% —24x +144+y% —4y + 4

3x% - 24x+3y°2 +12y =0 = x% —8x+y? + 4y =0 = (x - 42 —16+(y +2)° -4 =0 = (x — 4)? + (y +2)% = 20.
De punten P liggen op de cirkel met middelpunt (4, —2) en straal  =+/20 = 2./5.

d(P,C)=4

\/(X + 2)2 +(y - 2)2 =4 (kwadrateren)
(x+2)% +(y-2)° =16

,\/2—8)(+(%)(—1)2 +4(%X—1)=0
FRE-dk1o# 12

=3, _1i B [E13+%
y=5x-1 in@® & De pun'ren zijn (2,2) en (- 13, —%). 3/;H:;iér{3384615
. 2213

2 9,2 —
X2+4X+4+y2—4y+4:16 X°-8x+7x -3x+1+6x-4=0 o124 lez4
2 2 132 _5x-3=0 " 3
X“+4x+y -4y =8 4
x2 - 8x+y?+4y =00 (zie 6lla) 13X2—20x—12=0me‘rD—( 20)2-4.13.-12=1024
T R N Y
3x -2y =2 X:Zinﬂgeef’ry 2en Z3R -
3x-2=2y x——— in® geeft y =- g So2H-1 ;




